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Аннотация 
В работе приведена простейшая (базовая) модель горения смеси двух углеводородов. На основе 
развитых подходов параметрического анализа построены зависимости стационарных состояний от 
всех безразмерных параметров. В том числе рассчитаны бифуркационные кривые кратности и 
нейтральности, которые в пространстве параметров позволяют выделить области множественно-
сти стационарных состояний и смены их типа устойчивости. Найдены условия возникновения 
трех и пяти стационарных состояний, а также автоколебательных режимов горения. Показано, что 
качество смеси углеводородов (соотношение их парциальных давлений) существенно влияет на 
стационарные и осциллирующие режимы горения. 
Ключевые слова: математическая модель, горение смеси углеводородов, параметрический ана-
лиз, множественность стационарных состояний, автоколебания. 

 
Введение 

 
Хорошо известно, что при низкотемпера-

турном окислении углеводородов возможны 
критические явления – множественность ста-
ционарных состояний, гистерезисы, автоколе-
бания и т.п. [1–4]. Например, в холодных пла-
менах смесей изооктана и н-гептана обнару-
жены осцилляционные режимы, характеристи-
ки которых зависят от качества смеси [5, 6]. В 
частности, амплитуда и период автоколебаний 
концентраций реагентов меняются при изме-
нении состава смеси углеводородов, что поз-
воляет предложить экспресс-методику опреде-
ления октанового числа реальных топлив [7, 
8]. 

В серии публикаций [9–12] развита техни-
ка параметрического анализа ряда базовых ма-
тематических моделей кинетики и термокине-
тики [12]. В данной работе проведен парамет-
рический анализ безразмерной математиче-
ской модели горения смеси двух углеводоро-
дов в проточном реакторе идеального смеше-
ния. Анализируемая модель представляет со-
бой систему трех нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений, что требует 
развития специального программно-
математического обеспечения. 

В качестве примера расчетов, иллюстри-
рующих общую схему параметрического ана-
лиза, рассматриваются две реакции холодно- 

 
 
 
пламенного окисления смеси н-гептана и изо-
октана. Использование бифуркационных кри-
вых, найденных для безразмерной модели, 
позволило построить области множественно-
сти стационарных состояний и автоколебаний 
в различных областях реальных параметров 
(например, начальная температура смеси – 
концентрация кислорода). При этом варьиро-
вание качества смеси позволяет установить его 
четную корреляцию с характеристиками ос-
цилляций, что хорошо соответствует наблюда-
емым экспериментальным данным. 
 
Размерная модель горения смеси двух угле-
водородов в реакторе идеального смешения 

 
Предположим, что процесс протекает по 

схеме 
 

,, 2221 ПOAПOA →+→+         (1) 

 
где А1 и А2 – изооктан и н-гептан соответ-
ственно; O2 – кислород; П – продукты горения.  

Здесь и далее предполагается, что кисло-
род в избытке, т.е. концентрация O2 постоян-
ная.  

Математическая модель реактора идеаль-
ного смешения для (1) имеет вид:
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где )/exp()( 0 RTEkTk ii −= , i= 1, 2 – константы 

скорости реакции;  
0
ik  – предэкспоненциальный множитель;   

Еi – энергия активации;  
R – универсальная газовая постоянная;  

0, ii XX  – текущие и входные концентрации 

изооктана и н-гептана;  
Tx – температура холодильника;  
T, T0 – текущая и входная температуры реак-
ционной смеси;  
V – объем реактора;  
q, ρ, Cp – объемный расход, плотность и тепло-
емкость реакционной смеси;  

S, h – площадь и коэффициент теплопередачи; 
(–∆Hi) – тепловой эффект реакции;  
t – время. 
 
Параметрический анализ безразмерной мо-
дели 

 
В соответствии с процедурой введения 

безразмерных параметров по Франк-
Каменецкому [13], безразмерная модель для 
двух необратимых реакций первого порядка 

 
         ,, 21 ПXПX →→              (4) 

 
может быть записана в виде: 
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где x1, x2 – концентрации веществ X1, X2;  
y – температура,  
τ – безразмерное время, 
 

,2,1)),/11(exp()( =−γ= iyDayf iii  

 
Dai, γi, βi, s, y  – безразмерные параметры по 
Франк-Каменецкому.  

В предположении совпадения начальных 
условий с характеристиками на входе в реак-
тор начальные данные для модели (5) запи-
шутся так: 

 

.
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В частности, при y  = 1 (что соответствует 

равенству температур на входе и стенок реак-
тора) имеем y(0) = 1. 

Математическая модель (5) является си-
стемой трех дифференциальных уравнений с 
параметрами. В соответствии с процедурой 

параметрического анализа для нее необходи-
мо: исследовать зависимости стационарных 
состояний от параметров; построить бифурка-
ционные кривые, которые позволяют в раз-
личных плоскостях двух параметров выделить 
области, различающиеся числом и устойчиво-
стью стационарных состояний; провести ана-
лиз изменения этих областей при варьирова-
нии третьего параметра; построить фазовые 
портреты исходной динамической системы; 
исследовать зависимости решений от времени. 
По сравнению с динамическими системами на 
плоскости (две фазовые переменные) парамет-
рический анализ трехмерных систем является 
более трудной задачей, и соответствующая 
процедура требует существенной модифика-
ции [14–21]. 
 
Стационарные состояния 

Приравнивая к нулю правые части урав-
нений системы (5), получим для стационарных 
значений концентраций и температуры следу-
ющие выражения: 
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Зависимости стационарных состояний от 

параметров определяются из равенства (6), 
которое представляет собой равенство функ-
ций тепловыделения и теплоотвода. Для их 
построения достаточно записать уравнение 
стационарности (6) относительно параметров в 
виде p = p(y) (p – параметр), т.е. построить за-
висимости, обратные к искомым y = y(p). 

Параметрические зависимости 
 
Зависимости стационарных состояний от 

параметров строятся в соответствии с развитой 
ранее процедурой параметрического анализа 
[9–11]. Из уравнения стационарности (6) за-
пишем в явном виде некоторые параметриче-
ские зависимости: 
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 где ))/11(exp()( 11 yye −γ= .  

Аналогично можно записать выражения 
для параметров Da2, γ2, β2. Некоторые примеры 
построения параметрических зависимостей 
представлены на рис. 1–2 при варьировании 
второго параметра.  

Зависимости стационарной температуры y 
от параметра yв соответствии с (7) при варьи-

ровании параметра γ1 представлены на рис. 1.  
Отметим, что здесь существует до пяти 

стационарных состояний, которые возникают 
при суперпозиции двух экспонент в темпера-
турных зависимостях.  

На рис. 2 приведены зависимости y(γ1) при 
варьировании параметра s. 
 
 
 

Устойчивость стационарных состояний 
 

Как известно [14], тип устойчивости ста-
ционарного состояния динамической системы 
определяется корнями характеристического 
уравнения 

 
            ,023 =∆+δλ+σλ+λ              (8) 

где 
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величины aij – элементы матрицы Якоби пра-
вых частей динамической системы. 

Тип устойчивости стационарных состоя-
ний зависит от знака вещественных частей 
корней (8) согласно критерию Рауса-Гурвица 
[14] число корней (8) с положительной дей-
ствительной частью (неустойчивость) равно 
числу перемен знака в последовательности 

 
       .,,,1 ∆∆−σδ=ξσ  

 
 

Рис. 1. Параметрические зависимости y ( y ) при β1 = 0.39, β2 = 0.5, γ2 = 40, Da1 = 0.04, Da2 = 0.001, s = 2:  

1) γ1 = 38; 2) 43; 3) 50; 4) 65; 5) 80. 
 

Поэтому число и устойчивость стацио-
нарных состояний меняется при перемене зна-
ка величин σ, ξ. Например, если существует 
единственное и неустойчивое стационарное 
состояние, то в силу специфики модели (5) 
наблюдаются автоколебания. 

 
Кривые кратности 

Смена знака ∆ означает изменение числа 
стационарных состояний, а равенство ∆ = 0 

отвечает кратным корням уравнения стацио-
нарности (6). В плоскости двух параметров, 
например, (β1, Da1), выделим области, которые 
отличаются числом стационарных состояний. 
Для построения границ этих областей необхо-
димо совместно решить систему уравнений 
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Рис. 2. Параметрические зависимости y(γ1) при β1 = 0.39, β2 = 0.5, γ2 = 40, Da1 = 0.04, Da2 = 0.001, y
 
= 1:  

1) s = 1.9; 2) 2; 3) 2.05; 4) 2.2. 
 

Из уравнения стационарности (5) имеем 
β1 = β1(y, Da1) в виде (7). После подстановки во 
второе уравнение системы (9) и выделения па-
раметра Da1, имеем Da1 = Da1(y), поэтому кри-

вая кратности стационарных состояний L∆ в 
плоскости параметров (β1, Da1) может быть 
записана в явном виде: 
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где )).(1/()( 222 yfyfA +β=   

Здесь y меняется как параметр. Аналогич-
но удается в параметрическом виде записать 

кривые кратности и в других плоскостях пара-
метров. Приведем здесь лишь некоторые их 
них: 
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Для тех комбинаций параметров, для ко-

торых затруднительно получить явные выра-
жения кривых L∆, можно применить графиче-
скую процедуру построения. Кратко эта про-
цедура заключается в следующем: строится 

серия параметрических зависимостей типа (7) 
при варьировании какого-либо параметра и 
параллельно считается величина ∆. При смене 
знака ∆ соответствующие значения параметров 
наносятся на выделенную плоскость.  
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Результат построения по явным формулам 
дан на рис. 3, где цифрами указаны области с 
одним, тремя и пятью стационарными состоя-
ниями. Область с пятью стационарными со-
стояниями достаточно узкая. При варьирова-

нии третьего параметра эта область может 
возникать или исчезать. Наиболее характерная 
ситуация множественности стационарных со-
стояний – это три стационарных состояния. 

 

Рис. 3. Кривые кратности (L∆) на плоскости параметров (β1, γ1) при β2 = 0.5, γ2 = 40, Da1 = 0.04, Da2 = 0.001,  
s = 2,y

 
= 1. Цифрами на рисунке показано число стационарных состояний в данной области параметров 

 
Кривые нейтральности 
 

Смена типа устойчивости стационарных 
состояний происходит при переходе через 
ноль значений σ, ξ, ∆, поэтому наряду с L∆ 

важно построить кривые нейтральности Lσ, Lξ. 
Используя специфику системы (5), выражения 
для построения кривых нейтральности Lσ так 
же, как и L∆ можно записать в явном виде:
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Кривые Lσ для других комбинаций пара-
метров, а также бифуркационные кривые Lξ в 
явном виде записать затруднительно, поэтому 
они могут быть построены, как и выше, графи-

ческим способом. Один вариантов расчета Lσ 
представлен на рис. 4. Внутри петли кривой 
нейтральности стационарных состояний может 
быть единственным и неустойчивым. 

 

Рис. 4. Кривые нейтральности на плоскости параметров (Da2, s) при β1 = 0.39, β2 = 0.5, γ1 = 50,  
Da1 = 0.04, y = 1: 1) γ2 = 5; 2) 20; 3) 40. 

 
Параметрический портрет 

  
Построение кривых локальных бифурка-

ций L∆, Lσ, Lξ на одной из выбранных плоско-
стей безразмерных параметров позволяет по-
лучить параметрический портрет (5), на кото-
ром можно выделить области параметров, при 
которых существуют несколько стационарных 
состояний, в том числе области осциллирую-
щих режимов окисления. Как показывают рас-
четы, автоколебания в системе (5) возникают с 
большей вероятностью для параметров, при 
которых существует единственное и неустой-
чивое стационарное состояние. Возможны и 
другие условия существования осцилляций, 
например, наличие трех неустойчивых стацио-

нарных состояний. Однако, области парамет-
ров, при которых они реализуются, являются 
достаточно узкими. 
 
Фазовые портреты 

Наглядным представлением динамики 
модели (5) служат фазовые портреты системы. 
Одна из проекций трехмерного фазового про-
странства на фазовую плоскость (x2, y) пред-
ставлена на рис. 5. В случае единственного и 
неустойчивого стационарного состояния с лю-
бых начальных данных фазовые траектории 
«наматываются» на предельный цикл, что от-
вечает существованию незатухающих колеба-
ний концентраций и температуры. 
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Своя специфика динамики существует для 
трех и пяти стационарных состояний. В этих 
случаях все фазовое пространство расслаива-
ется на области притяжения устойчивых ста-
ционарных состояний. Такая «стратификация» 

концентраций и температур приводит к необ-
ходимости специального регулирования 
начальных данных с целью реализации того 
или иного стационарного состояния. 

 

 

Рис. 5. Проекция фазового портрета на плоскость (x2, y) для единственного неустойчивого стационар-
ного состояния при β1 = 0.25, β2 = 0.5, γ1 = 50, γ2 = 40, Da1 = 0.14, Da2 = 0.001, y = 1, s = 2. 

 
Временные зависимости 

 
 Характеристики релаксационных процес-

сов в системе (5) могут быть оценены при по-
строении временных зависимостей xi(τ), y(τ). В 
частности, осциллирующие решения характе-

ризуются медленными и быстрыми движения-
ми (см. рис. 6). Кратковременные вспышки 
температуры чередуются с относительно мед-
ленными изменениями концентраций реаген-
тов. 
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Рис. 6. Временные зависимости x1(τ), x2(τ), y(τ). Значения параметров соответствуют рис. 5. 
 

Заключение 
 

Для термокинетической модели окисления 
смеси двух углеводородов (5) проведен пара-
метрический анализ стационарных состояний. 
Построены зависимости стационарных кон-
центраций реагентов и температуры смеси от 
различных безразмерных параметров. Выявле-
ны условия существования одного, трех и пяти 
стационарных состояний. На основе использо-
вания специфики модели уравнения бифурка-
ционных кривых смены числа и типа устойчи-
вости стационарных состояний выписаны в 
явном виде. Предложена эффективная проце-
дура численного построения параметрического 
портрета локальных бифуркаций в различных 
плоскостях параметров, что позволяет выде-
лить области, где существует множествен-
ность стационарных состояний и автоколеба-
ния.  

Варьирование параметров позволяет дать 
априорные оценки влияния качества смеси 
(отношение топливо-окислитель и соотноше-
ние двух углеводородов) на условия возникно-
вения осцилляций и характеристик этих неста-
ционарных режимов горения. Заметим, что 
переходные процессы (режимы зажигания) 
могут быть существенно разными. Как прави-
ло, они носят достаточно монотонный харак-
тер. Однако при определенных значениях па-
раметров режим зажигания может характери-
зоваться существенным температурным забро-
сом (жесткое зажигание или взрыв). Прове-
денный параметрический анализ позволяет 
априори выделить различные типы поведения 
реактора, в котором возможны критические 
явления, такие как множественность стацио-
нарных состояний, осцилляции и высокотем-
пературные переходные режимы. 

Безразмерная форма динамической моде-
ли (5) и ее соответствующие параметрические 
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портреты позволяют легко пересчитывать 
условия существования критических явлений 
для реальных условий осуществления экспе-
римента в реакторе идеального смешения. В 
частности, установлено, что качество смеси 
углеводородов (их отношение начальных кон-
центраций) существенно влияет на период и 
амплитуду возможных осцилляций.   

Полученные результаты параметрическо-
го анализа рассмотренных базовых моделей 
холоднопламенного окисления углеводородов 
позволяют не только дать количественные 
оценки условий возникновения осциллирую-
щих режимов, но и выработать понимание 
природы возникновения существенно нели-
нейных и нестационарных режимов холодно-
пламенного горения индивидуальных углево-
дородов и их смесей.  

 
Работа поддержана РФФИ, грант №16-

03-00123A (2016–2018 гг). 
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КӨМІРСУТЕКТЕРДІҢ ТОТЫҒУ ПРОЦЕСТЕРІНЕ СУЫҚ-ТЕРБЕЛІС МОДЕЛЬДЕУ 

 
В.И.Быков, С.Б.Цыбенова 

 
Н.М. Эмануэля атындағы Биохимиялық физика институты, РАН 

119334, Москва қ., Косыгина к., ү. 4 
  

Аннотация 
Бұл жұмыста екі көмірсутекті қоспаның қарапайым жану моделі көрсетілген. Параметрлік талдау 
негізінде барлық өлшемсіз параметрлердің стационарлы жағдайларының тәуелділіктері әзірленді. 
Оның ішінде бифуркациялық қисықтардың еселігімен бейтараптық күйі есептелген, бұл нәтижелер 
кеңістіктегі параметрлерің көптеген стационарлық мүмкіндіктерімен тұрақтылығының түрін өзгерту-
ге жол ашады. Үш немесе бес стационарлық күй туындайтын, сондай-ақ өзін-өзі тербелмелі жану ре-
жимін орындайтын жағдайлар табылды. Көмірсутегі қоспасының сапасы (ішінара қысым қатынасы) 
стационарлық және ауытқып жану режимдеріне әсер ететіні көрсетіледі. 
Түйінді сөздер: математикалық модель, көмірсутектер қоспасың жануы, параметрлік талдау, стацио-
нарлық күй, өздігінен тербеліс. 
 
 

 
 

SIMULATION OF SELF-EXCITED OSCILLATIONS IN THE PROCESSES  
OF OXIDATION OF HYDROCARBONS 
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Abstract  
The work shows the simplest combustion model (Basic) a mixture of two hydrocarbons. On the basis of the 
developed approaches parametric analysis built according the stationary states from all dimensionless 
parameters. Including calculated bifurcation curves multiplicity and neutrality, which in the space of 
parameters allow you to select the region of the plurality of stationary States and change their type of 
sustainability. Found the conditions for stationary states of three and five, as well as burning regimes self-
oscillatory. It is shown that the quality of mixture of hydrocarbons (their ratio of partial pressures) 
significantly affects stationary and oscillating combustion modes. 
Keywords: mathematical model, burning a mixture of hydrocarbons, parametric analysis, plurality of sta-
tionary states, self-exciting oscillation. 
 
 
 


